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O movimento de uma particula em duas dimensdes pode ser observado, como descrito no dia-
grama abaixo, por intermédio de um lancamento obliquo.

Figura 1 - Trajetorias obtidas com as equagdes (7) e (8).

Os componentes do movimento sdo:

eixor: F=ma;=0, (1)
eixoy: F =ma,=—-mg, (2
cuja solugédo para a posicao é:
eixox: x=Ut, ©)]
t2
eixo y : yz—%—FVt, 4)

em que, U = vg, cosf e V = vy, sin 0 sdo as velocidades iniciais, respectivamente, na direcdo x e y, e 0 é
o angulo entre a velocidade inicial vy e 0 eixo horizontal.

1- O LANCAMENTO OBLIQUO COM RESISTENCIA DO AR

Para resolvermos o problema de um lancamento obliquo com resisténcia do ar, adotaremos as seguintes
equagdes, ja estudadas em aula, respectivamente, para movimento horizontal e vertical:

eixoxr: F =ma=—kmuv,, 5)
eixoy: F =ma=—kmvy—mg, (6)

em que k representa o coeficiente de resisténcia ou constante de retardamento. As solugdes para as
posigdes sdo:

U
eixor: z= E(l —e My, 7)
gt  kV+g

eixoy: y= -7 + 12 (1—e "), (8)
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Na ultima equacgéo, (8), em acordo com as notas de aula, foi utilizado » = 0 porque a particula parte
do solo. Estas duas equagdes fornecem um par ordenado (z, y), que descrevera a trajetoria da particula,
conforme mostra a Figura 2, para vy = 600,0 m/s e angulo 60°. Observe que as trajetrias com alguma
resisténcia doar (k = 0.005s~! e k = 0.02s~') ndo descrevem uma parébola, como ocorre no langamento
sem resisténcia do ar. A unidade de k é obtido da expressdo e **. O expoente é adimensional por
natureza, portanto, a unidade de k sera (unidade de tempo)~'. Adotando o Sistema Internacional de
unidades (SI), o tempo é dado em segundos, entdo a unidade de k serd s~ .
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Figura 2 - Trajetdrias obtidas com as equagdes (7) e (8), para k = 0.005s ' e

k = 0.02s57', ecom (3) e (4), para k = 0.

Para obtermos o alcance, que chamaremos de R/, faremos y = 0 e assim teremos o tempo ne-
cessario (1) para a particula retornar ao solo. Assim, da equagdo (8),

g kV +g _kT
= = = —— 1 —
yt=T)=0 ot (L),
obtemos: BV 4
g —kT
T = 1-— 9
gk ( e )7 ( )

que é uma equacdo transcendental, e a sua solugdo analitica ndo pode ser obtida diretamente. Exis-

tem alguns métodos para solucionar este problema. Entre eles temos a solugio numérica e método das
perturbacdes. Abordaremos o tltimo.

2. O METODO DAS PERTURBACOES

Para utilizarmos o método das perturbagdes, devemos encontrar um pardmetro de expansdo ou uma cons-
tante de acoplamento, que normalmente é muito pequena. Neste problema, este pardmetro é a constante
de retardamento k, para valores pequenos. Desta forma, podemos expandir em séries de Taylor o termo



Langamento obliquo com resisténcia do ar — Gilberto Orengo 3

que contém a exponencial, isto é:
o0
" (EQ (ES
T — —_— = — — DRI
efZ:on!f1+x+2!+3!+ (10)
n=

Aplicada ao nosso caso fornece:

kT _ (=kT)* | (=kT)>  (=kT)*
e H =1 KT b e
K2T? BT kAT
—1—kT - L
+ 5 5 (11)

Se considerarmos que k < 1, ou que k ~ 1072, entdo k% ~ 1074, k3 ~ 1076 e k* ~ 10~8. Assim podemos
desprezar os termos a partir da ordem k*, inclusive. A equacdo (9), para o tempo 7, terd a forma:

kV +g K*T? kT3
T = 1-1-kT -
gk ( + 2 6
kV +g K*1? kT3
—kT -
gk ( + 2 6
K3V T? K2V T2 4y 713 373
gkT = K2VT + ghT — = 9 ;/ Lk ‘g +gk6
K3VT? k*VT? vrs 33
0= k2T - = — - I +k‘g +gk6
3y T2 2y T2 4 3 373
—kQVTz—k‘; —gk;/ +k‘gT ngT (12)
E multiplicando a Eq. (12) por 2/(k*T), teremos:
k*VT? kT?
oV — —kVT — gT + +2
3 3
k
—2V = —(kV + )T + g(kv +9)T?
kT?
-2V = (]{/’V + g) |:—T + 3:|
-2V kT
= —T _—
KV +g¢ + 3
2V k
= ~T? 13
Wty 3 (13)
O primeiro termo, apds a igualdade, da equagdo acima pode ser manipulada como segue.
2V
T = ﬁ —+ §T2 g, no denominador, foi posto em evidéncia,
9\ g +1
2v
T=—4—+-T
KV 3
(1+2)
2 VN7 k
T:V<1+V> + 217 (14)
g g 3

O termo

pode ser expandido em séries de Taylor (ou conhecido como expansdo binomial), da seguinte forma:

. -1 “1)(n—2
(1+2) :1+m:+n(n2' )a:2+n(n 3)'(” )xi’ur...
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ou

=1-="= 4
g g?

que truncada nos termos ao quadrado e substituida na equacéo (14), fornece:

( k:V)_l_ KV RVE

2V kV  K2V2 k
T:<1—+2)+T2
g g g 3
2 2773
T:g_zkv 2kV+ET2
g g2 g3 3
2V T2 21?2
T="—4|——-"]k+0k, (15)
g 3 g*

em que O(k?) significa ordem de k?, e abriga todos os termos de ordem 2 e superiores, que serdo
desprezados, resultando em

T

1%

2 2
W2 6

9 34
Aqui faremos uma pausa na nossa solugdo, para verificarmos com um simples teste se até o0 momento
avangamos corretamente. Isto é, esta solugdo até aqui proposta para o tempo de voo da particula, deve
conter a solugdo para o caso de k — 0, ou seja:

2V 2wgsind
g g

T(k=0)=Ty 17)

Assim, se o valor de k for muito pequeno, ou se possivel nulo, o resultado reproduz o caso sem resisténcia
do ar. Isto d4 um bom indicativo que as aproximagdes até o momento propostas estdo nos levando para
uma solugdo do caso de movimento obliquo com resisténcia do ar.

Entdo se usarmos o valor aproximado da equagédo (17) no lado direito da (16), teremos:

a2V (W)zl_w
g g) 3 ¢
oV 4V2%k  2kV?2
T~ - —
g 39 9>
2
ra [ 20 1)
g 3 g g
2V kV
ng|:1_3g:|7 (18)

que fornece a expressdo para o tempo de voo da particula. A seguir, fazendo a mesma aproximacao da
exponencial, eq. (11), na expressio para z, isto é, em!)

z= (1 )
obtemos parat = T"
zt=T)=R =U (T - ;kﬂﬂ) , (19)
e utilizando a eq. (18), temos:
R,:2UV(1_41<:V> ) (20)
g 39

sendo
2UV  2ugsinfugcos  2uisinfcosd  vfsin(20) R
g 9 g 9 ’

(Malgumas das etapas seguintes fazem parte da lista de avaliagio ntimero 1.
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que é o alcance sem resisténcia do ar. Assim temos, finalmente, o alcance
4KV
R'R<1) . (21)
39

DUVIDA: em que intervalos para k este método funciona?
A resposta é obtida verificando a expanséo realizada na expressdo

1 ( k:V)_l_l_kV+k2V2_
1+ 5 g ¢

Esta série converge se
KV
g
fornecendo o intervalo de valores de k£ em que o método terd validade, isto é, com:

<1

)

9_ g
k<V_vosin9'

Nos resta testar a nossa solugdo para o alcance dada por (21).

3. EXERCICIO TESTE

Na primeira guerra mundial, a Alemanha utilizou canhdes de longo alcance, chamados de Big Bertha,
para bombardear Paris. A velocidade inicial dos projéteis era 1.450 m/s com um angulo de 55°. (a) En-
contre o alcance sem resisténcia do ar e, também, (b) com resisténcia cujo coeficiente é k = 0,002 s~1.
(c) Para este valor de coeficiente, o método (das perturbagdes) utilizado funciona? Explique. (d) Qual
a altura atingida pelo projétil em ambos os casos, com e sem resisténcia? A solucdo via grafico estd
indicada na Figura 3.
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Figura 3 - Trajetorias obtidas para k = 0.002s ' ek = 0.



