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LISTA DE EXERCICIOS 4

1. A inversa de uma matriz A, conhecida por A=}, pode ser obtida pela expressdo
5, C
~ detA’

em que Céa transposta da matriz dos cofatores C, com C;; = cofator de a;; = (—1)itd D;;, em que
D;; é o determinante da matriz menor (do desenvolvimento Laplaciano). Exemplo, seja a matriz

aip az as 1 C11 €21 €31
A= las as ag|, cujainversaédadapor Al = Jet A Cl2 Coo C39 |,
ar as ag C13 €23 C33
em que,
as Qg a4 Qg a4 Q5
(—pttt =ci1, (1)t = c12, (—1)t+2 = c13,
ag ag ar Qg ay as
341|d2 a3z 34+2|01  az| _ 343|@1  az|
(1) =c31, (-1) = c32, (1) = C33.-
as Qg [T as as

(a) Mostre que

a 0 —=b 1 a —be b

A=1|0 1 0 temcomoinversa A= ——— [ 0 a2+4+b2 0
(12 + b2

b ¢ «a —b —ac a

(b) Encontre a A~! da matriz

cos¢p —cosfsing sin @ sin ¢
A= |sing cosfcos¢p —sinfcoso | ,
0 sin cosf

E possivel retirar alguma conclusdo com o resultado obtido?

. A comutacdo ou a falta dela é descrita pelo simbolo de parénteses comutadores (commutator bracket
symbol): [A,B] = AB - BA. Se as matrizes comutam significa que AB = BA ou [A,B] = 0, e caso contrério,
se AB # BA ou [A,B] # 0 as matrizes ndo comutam. Este procedimento é importante na Mecanica
Quantica. Por exemplo, uma matriz (ou operador), que ndo dependa explicitamente do tempo, e
comuta com o Hamiltoniano H serd uma constante de movimento. Mais, chama-se conjunto completo
de observdveis (quantidades fisicas que podem ser medidas) o conjunto de operadores (ou matrizes) A, B, C
.-+ M, que comutam entre si, isto é [A,B] =[A,C] - - [B,M] - - - = 0. Utilize este conceito para resolver
o0s seguintes exercicios.

(a) Mostre que as matrizes

010 0 00 0 01
A=(0 0 0 B=10 0 1 C=(0 0 0],
0 0 0 0 00 0 0 0

satisfazem as rela¢des de comutacdo

A.B|=C, [A,CJ]=0 e [B,C]=0.
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(b) Mostre que
(A+B)(A—B)=A>—-B?,

se e somente se [A, B] = 0.
(c) Verifique a identidade de Jacobi

[A’ [87 q] = [87 [Aa C]] - [Cv [Av B]] :

Esta identidade serd ttil na descricdo de matrizes no estudo das particulas elementares.
(d) Sejam os operadores posicdo (x ou 2 ou z), momento linear (p ou p ou p) e o operador energia ou
Hamiltoniano (H ou H ou H),

d ho p?
=ih—, =-—, H=-— .
v op’ P= 30z 2m+V(x)
Encontre as relagdes de comutacao:
[p,x], [z, H], [p, H] e [V(z),z], em que V(z) é o potencial.

Obs.: utilize uma fungdo 1 (x, t) para aplicar os operadores. Isto tornard mais clara cada operagio.
3. As trés matrizes dos spins de Pauli sdo

(0 (0 (10
=1 o 27\ o 57 \o -1/

sendo ¢ um ntimero imaginario puro. Mostre que

(@) 02 =1,comn =1,2,3 el ¢éamatriz identidade.

(b) onop =ioy, com (n,p, k) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) (permutacao ciclica),

() onop + 0poy, =20,,1.

Estas matrizes foram usadas por Pauli na teoria ndo-relativistica para o spin do elétron.

4. As matrizes L™ e L™, descritas abaixo, sdo operadores de levantamento. O LT operando sobre um
sistema de projecdo spin m elevara a projegdo spin para m + 1 se m esta abaixo de seu maximo. O L~
operando sobre m produzird um zero. O L™ reduz a projecdo spin em uma unidade numa maneira
similar.

010 000
LY =10 0 1 L—=(1 0 0],
0 0 O 0 1 0
Mostre que
L*|-1) = 0),
L™ |—1) = vetor coluna nulo,
L+\0> 1),
L7[0) = [-1),
LJr |1) = vetor coluna nulo,
L™[1) = 10),
em que
0 0 1
—n=1{0], O=|1|, [H={0],
1 0 0

representam os estados da proje¢do spin —1, 0 e 1, respectivamente.
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